64 12. Matice prechodu a matice linedrniho zobrazent

12. Matice prechodu a matice linearniho zobrazeni

Matice prechodu

Cv. 12.1 V prostoru R? uvazujme dvé baze
By ={1,1,1)", (0,1, -1, (2,0,1)"}, B,={(3,2,2)",(1,0,1)7,(1,2,2)"}.

Sestrojte matici prfechodu od baze B; do kanonické.
Sestrojte matici prechodu od kanonické baze do baze Bj.

)
)

(c) Urcete souradnice vektoru (1,2,0)7 vzhledem k bazi B;.
)

(d) Sestrojte matici prechodu od béze By do baze Bj.
Reseni:
Obecné mé matice prechodu od baze By = {by,...,b,} do baze By = {c1,...,¢n}
predpis

(a) Chceme matici prechodu |, [id] , - Podle predpisu vyse tedy musime zkon-
struovat matici
| | |

[bl]kan [b2]kan [bn]kan
| | |

Staci tedy pouze vzit bazické vektory B; a dat je do sloupeckt matice,

0
1

— O N

1
kan[id]Bl = 1
1 -1

(b) Chceme matici prechodu 4 [id],,, . Ulohu miZeme vy¥esit dvéma zptsoby.
Prvni moznosti je postupovat podle predpisu vyse, tedy zkonstruovat matici

To odpovida hledani koeficientt vektoru e; pfi bazi B;, tedy problému,
ktery umime pfevést na hledéni feseni soustavy linearnich rovnic pro tii
vektory pravych stran zaroven, konkrétné

1 0
1 1
1

_ O N
o O =
o = O
_ o O

—1
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2,1,-1)7

Jednotlivymi feSenimi této soustavy jsou vektory é(—l, 1,2)7, é

a +(2,—2,—1)T. Dostavame tedy matici

1 -1 2 2
B, i), = 3 1 1 =2
2 -1 -1

. S .. . -1 _ . o o .
Druhy zptisob by bylo vyuzit vztahu ( 5 [id] )™' = p,[id]5, . VSimnéme si
ovSem, ze vypocet inverze vede v nasem pripadé na feSeni stejné soustavy
rovnic, jako pii prvnim zpusobu vypoctu.

(c) Opét muzeme problém fesit dvéma zpisoby. Prvni by byl pfimo z definice
hledat koeficienty zadaného vektoru vici bazi, ktery vede na feseni soustavy

1 0 2|1

1 1 02

1 -1 110

V nasem piipadé bude jednodussi vyuzit vztahu [z]p = 5 [id],,, - [T]n =

5, 1] - @, tedy

~1 2 2 1 3 1
% 1 1 -2 ol =L [3] = (1
2 -1 -1 0 0 0

(d) Chceme matici g [id]p, . UkdZeme dva postupy.
Prvni zpusob je z definice matice zobrazeni. Z predpisu vySe musime zkon-
struovat matici | |

|
lc]s, eals, -+ [ealB
| | |

Podobné jako v poduloze (b) vede tento problém na hledani feSeni soustavy
linearnich rovnic pro ti¥i vektory pravych stran zaroven, konkrétné

1 0 2|3 11
1 1 0}2 0 2
1 -1 1{2 1 2

Jednotlivymi FeSenimi jsou vektory $(5,1,2)", £(1,—1,1)" a 3(7, -1, -2)".
Dostavame tedy matici

5> 1 7
3 1 -1 -1
2 1 =2

Druhy zptsob vyuziva toho, Ze uz zname konkrétni hodnoty matice 5 lid),.., -
Miizeme pak snadno spocitat

B1 [id]Bg = B [id]kan ) kan[id]Bg

1 -1 2 2 311 5 1 7
=3 1 1 =2 2 0 2] = 3 1 -1 -1
2 -1 -1 21 2 2 1 =2
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Cv. 12.2

Cv. 12.3

Najdéte matici pfechodu od baze by, bs, b3, by k bazi by, by, by, bs.

Reseni:

Matici prechodu bychom mohli nalézt stejnym zptisobem, jako v predchozi iloze.
Alternativné nam staci si uvédomit, Ze jediné, co se na bézi méni je poradi
vektort, tedy v dusledku toho i pofadi souradnic vektoru. Zatimco tedy ptvodné
byly soutradnice vektori by, by, b3, by vici prvni bazi vektory

(1,0,0,0),(0,1,0,0)",(0,0,1,0)%,(0,0,0,1)7,
vici druhé bazi dostavame vektory
(0,0,1,0)",(1,0,0,0)",(0,0,0,1)7,(0,1,0,0)".
Matice prechodu bude mit proto predpis
01

S = O
_ o O O
o O = O

0
0
0

Uréete matici pfechodu od baze B, do baze B, prostoru P?, je-li

By ={2*+1,2> -3z + 1,22 +2+3}, By={2*+22+1,22° +1,2% — 2}

Reseni:
Postup je tiplné stejny jako v pfedchozich ulohach. Hledame soutadnice bazickych
vektoril B; viéi bazi Bs. Pro vektor 2% + 1 fesime
2+ 1=oq(2? + 22+ 1) + ay(22® + 1) + as(z® — 2).

Dva polynomy se rovnaji, pokud se rovnaji koeficienty u jednotlivych mocnin =z,
rovnice je tedy ekvivalentni soustavé

()41+2042—|—043 = 1,

20[1 — (g3 = O,

Oz1+0z2:1.

Ta méa feSeni (—1,2,—2)7. Obdobné lze spoditat soutadnice [2? — 3z + 1]p, =
(—4,5,—5)T a [22 + x + 3], = (—4,7, —9)T. Dostavame matici

1 —4 —4
A=|2 5 7
—2 -5 -9

V8echna tii feSeni miizeme opét spocitat nardz pomoci jedné soustavy se tfemi
pravymi stranami. Pokud tedy rozsifenou matici

12 1|1 1 1
20 —-1/0 =3 1
11 01 1 3

prevedeme na RREF tvar (I3 | A), potom v pravé ¢asti vyéteme hledanou ma-
tici A.
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Matice obecného linearniho zobrazeni

Cv. 12.4 Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R?® zadané obrazy kanonické baze:

f(el) = (17 -1, 1)T7 f(eQ) = (07 L, l)T'

Uvazujme dvé baze

By ={1,-1)", (1, 1)"}, By ={1,-1,1)7,(1,0,1),(0,1,1)"}.

Spocitejte:

(a) matici zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim, tj. . [fl.., -

(b) matici zobrazeni od B; ke kanonické bazi, tj. ,.[f]5, -

(c) matici zobrazeni od kanonické bazi k By, tj. g, [f]ian -

(d) matici zobrazeni od By k By, tj. p [flp, -
Reseni:
Obecné ma maticova reprezentace zobrazeni f: U — V od baze By = {u1, ..., u,}

do baze By = {v1,...,v,} predpis

(a) Chceme matici gan[f]ran, podle predpisu vyse tedy musime zkonstruovat

| |
[f(el)]kan [f(GQ)]kan
| |

Sloupce [f(€;)]kan = f(e;) dostavame piimo ze zadani. Vysledna matice méa

proto tvar
1 0
kan [f]kan - -1 1
1 1

(b) Chceme matici , [f]p, , podle pfedpisu vyse tedy musime zkonstruovat

(L FQ)L)

7 vlastnosti linearntho zobrazeni dostavame

1 1 0 1
f (_1) =fle))—flea)=|—-1]—=11|=1|-2],
1 1 0
1 1 0 1
f <1> =fler))+ flea)=|-1]+ (1] =10
1 1 )
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Vysledna matice mé tedy tvar

11
kanlflg, = (=2 0
0 2

Alternativné muzeme hledanou matici dostat rozdélenim na jednodussi ¢asti
s vyuzitim matice slozeného zobrazeni:

1 0 11 1 1
kan[f]Bl = kan[f]kan . kan[id]Bl == -1 1 (_1 1) = -2 0
1 1 0 2

Chceme matici g [flian » Podle piedpisu vyse tedy musime zkonstruovat

Soutadnice [(1, —1,1)7]g,, [(0,1,1)7]5, miZeme ziskat jako feSenf soustavy

1 101 O
-1 0 1]-11
1 1 11 1

V tomto pripadé si také staci uvédomit, ze f(e;) odpovida prvnimu bé-
zickému vektoru By a f(es) odpovida tfetimu bazickému vektoru Bs, jejich
soufadnice budou proto (1, 0,0)%, resp. (0,0, 1)7. Vysledna matice ma proto
tvar

_ o O

1
B [f]kan = O
0

Opét je uzitecné ukazat i alternativni zptsob pomoci skladani jednodussich
zobrazeni:
~1

1 10 1 0 10
Bg[f]kan = Bg[id]kan ’ kan[f]kan = -1 0 1 -1 1 = 00
1 11 1 1 0 1

Zde ale musime invertovat matici p [id],,, = (juulid]p, )", takZze pokud

inverzi nemame piedem spocitanou, tak tento postup efektivnéjsi nebude.

Chceme matici g [f] B, » bodle predpisu vySe tedy musime zkonstruovat

(L, L)

Z podtlohy (b) jiz zname obrazy f(1,—1)T = (1,-2,0)T, f(1,1)T = (1,0,2)7.
Ty tedy stac¢i vyjadrit v souradnicich baze B,. Soufadnice nalezeneme jako
feSeni soustavy

1 1 071 1
-1 0 1}-2 0
1 1 110 2
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Jednotliva Fegeni jsou vektory (1,0,—1)T, (1,0,1)T, vyslednd matice ma
proto tvar

S vyuzitim predchozich bodu hledanou matici muzeme také spocitat takto:
10 11 1 1
BQ[JC]B1 - Bg[f]kan ' kan[id]Bl ={0 0 <_1 1) =100
01 -1 1
Cv. 12.5 Uvazujme dvé linearni zobrazeni f,g: R® — R? zadani maticemi

B[f]kan =

DN — W

1
0
1

N — W

1 11
) B[g]kan = 1 2 1 )
1 1 3
kde B = {(1,0,—1)",(1,1,0), (1, -2,1)"}. Urcete . [9° fliun -
Reseni:
K feseni mizeme vyuzit vztahu g [go flz = z,19]5, - 5,[f]p, , v naSem piipadé
ve tvaru

kan[g © f]kan = kan[g]B ’ B[f]kan .
Matici |, [g]p mizZeme nejsnadnéji zkonstruovat pomoci matic prechodu jako

kan[g]B = kan[id]B : B[g]kan : kan[id]B'

Dostavame tedy

1 1 1 1 11 1 1 1 -2 7 0
wnldlp =1 0 1 =2 121 1 —2|l =4 -1 —6
-1 0 1 11 3 -1 0 1 -2 0 2
Vysledna matice proto je
-2 7 0 3 1 3 1 -2 1
kan[g o f]kan = 4 -1 -7]- 1 0 1 = -1 =2 -1
-2 0 2 21 2 -2 0 =2

Cv. 12.6 Mgjme linedrn{ zobrazeni f: U — V dané maticovym pfedpisem A = 5 [f]p .
Ukazte, ze matice RREF (A) reprezentuje stejné zobrazeni, ale vzhledem k jinym
béazim.

Reseni:
Vztah mezi A a RREF(A) lze vyjadrit jako

RREF(A)=E-A =E,...Fy - A,
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Cv. 12.7

Cv. 12.8

kde matice E; reprezentuji jednotlivé elementarni fadkové tpravy. Pro nas je
klicové, ze tyto matice jsou regularni a kazdou regularni matici muzeme chapat
jako matici prechodu

Ei = B [id] ,

mezi ur¢itymi bazemi. Podobné mtuzeme vyjadfit souhrnné matici £
E= B, [ld]BV

pro vhodnou bazi Bj, prostoru V. Pro¢? Protoze

By, [Zd]BV = By, [id]kan ) kan[id]BV = (kan[id]B(/ )71 ’ kan[id]BV )

dostavame
kan[ld]BQ/ = kan[id]Bv ’ E_l’

a tudiz bazi Bj, (pfesné fefeno jeji soufadnice vzhledem ke kanonické bazi) vy-
v o . . 71
¢teme ze sloupcii matice |, [id]z - E~".

Odstupnovany tvar matice A tedy mizeme chapat jako

RREF(A) = E-A= y [idlg, - ,[flz, = 5,15,

tedy maticovou reprezentaci stejného zobrazeni, ktera se lisi pouze ve vystupni
bézi.

Zname matici z[f]|5 linearniho zobrazeni f: U — U. Jak muZzeme urcit matici
g flg vaél bazi B'?

Reseni:
Mame dvé moznosti, jak dojit k feSeni:

(a) Matici muzeme sestavit piimo z definice analogicky postupu sestaveni ma-

tice p[flg-
(b) Muzeme vyuzit jiz spocitanych vysledki a skladani linearnich zobrazeni:
plflp = plidg - plflp - plidpy -

Intuitivné: zobrazovany vektor vué¢i bézi B’ se zobrazi matici prechodu

glid] 5 V& bazi B, nasledné se transformuje matici g[f]5 a vyjadii se
y L : i vs s T

zpét matici prechodu g, [id] 5 vaci bazi B'.

Mé¢jme matici M linearniho zobrazeni. Diskutujte, kolik lineadrnich zobrazeni
popisuje matice M?

Reseni:

Jedné se o lehce zavadéjici otazku. Odpovéd zalezi na podmince, jestli méame
definované baze vic¢i nimz zobrazeni definujeme. V piipadé, Ze ano, pak matice
M reprezentuje jen jedno linearni zobrazeni a toto linearni zobrazeni je repre-
zentovano praveé jednou matici, jedna se o disledek véty o jednoznac¢nosti matice
linearniho zobrazeni. Pokud vSak neni uvedeno, viéi jaké bazi se zobrazeni vyja-
diuje pak ke kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni a je jich tedy nekonecné
mnoho.



