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14. Afinni podprostory

Afinni podprostory, afinni nezavislost

Cv. 14.1

Cv. 14.2

Cv. 14.3

Ukazte, ze mnozina feSeni (FeSitelné) soustavy Az = b je afinni mnozina, a to
tak, Ze je uzaviena na afinni kombinace.

Reseni:
Ozna¢me jako X = {z € R™; Az = b} mnozinu feSeni soustavy. Uvazujme n

feSeni x1, %, ..., x, € X (tedy Az; =bproi=1,...,n). Mame ukazat, Ze jejich
libovolné afinni kombinace opét nalezi do X, tedy

Al + agza + ... + axy,) = b, kde Zai =1.
i=1

Upravou, kdy roznasobime zavorku a vytkneme jednotliva «; dostavame z vyrazu
na levé strané

A1y + anzy + ...+ apxy) = 0 Az + Az + ..+ @ Az, =
=ab+ab+...+a,b=
= +ag+...+a,)b=
=D.

Proto libovolné afinni kombinace feSeni soustavy Az = b je opét jejim feSenim.
Rozhodnéte, zda vektory

zo=(1,2,3)", 2, = (2,3, )7, 2y =(1,3,2)7, 25 = (2,1,3)7
jsou afinné nezavislé.

Reseni:
Spocitame vektory

1 —x0= (1,1, -2)", 29 —29=(0,1,-1)7, 23 — 2= (1,-1,0)".

Tyto t¥i vektory jsou linearné zavislé (generuji dvou-dimenzionalni podprostor),
proto jsou puvodni vektory afinné zavislé.

Rozhodnéte, zda vektory

o= (1,0,2)", 2, = (2,2, )7, 2, =(2,1,3)" a 23 =(3,3,2)"
lezi v jedné roviné.
Resent:

Zadané vektory xg, x1, T2, r3 lezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz dimenze afin-
niho podprostoru span{z; — xq, xs — Tg, 3 — o} je rovna 2. Nejprve spocitame
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Cv. 144

Cv. 14.5

v —x0= (1,2, =), 29—z = (1,1, )T, 23 — 20 = (2,3,0)7 a nasledné dimenzi
jejich linearniho obalu pomoci hodnosti néasledujici matice

1 2 —1 1 2 -1 1 2 -1
11 1 ])]~10 -1 2 |~10 -1 2
23 0 0 -1 2 0 0 0

Vidime, Ze hodnost matice je 2, tedy vektory x1 —xq, T2 —Zg, T3 — xo leZi v roviné
’ ) 05 0, 43 0
prochézejici poc¢atkem a proto zg, x1, 9, r3 lezi v roviné.

Dokazte, ze vektory g, x1, ..., x, jsou afinné nezéavislé pravé tehdy, kdyz vektory
vo= (zf, )7, yr = (2, )7, ..., y, = (21, 1)T jsou linearns nezavislé.
Reseni:
Vektory
(2o, D", (@, DT (2, 1)

jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz vektory
(ZL‘g, l)Tv ("L‘{ - ZL‘g, O)Ta sy ("L‘Z - onTa O)T

jsou linearné nezavislé (jsou to vlastné elementarni tpravy, kdyz vektory dame
do matice). To je ekvivalentni s tim, Ze vektory

T T O)T,

(z1 — g, r o O)T

ooy (z, — g,

jsou linearné nezavislé. A to uz je ziejmé ekvivalentni s definici afinni nezéavislosti
vektori xg, x1,...,T,.

Rozhodnéte, zda M = N pro

(a) M =span{(1,2)"} + (1, -1)7,
N =span{(2,4)"} +(2,3)",
(b) M = span{(1,2,1)7,(2,1,0)7} + (1,0,0)7,

N =span{(0,3,2)T,(3,0,-1)T} + (2, -1, -1)T.

I

Resent:

(a) Vidime, ze jak M, tak N jsou piimky (afinni podprostory dimenze 1). Je-
jich rovnost nastane pravé tehdy, kdyz libovolny bod z M lezi v N a naopak.
Napiiklad (1, —1)T € M se musi dat vyjadfit jako afinni kombinace bodu
z N, tedy jako (1,—1)T = a(2,4)T + (2,3)T, kde a € R. To nam dava
soustavu dvou rovnic o 1 nezndmé

20+ 2 =1,
da+ 3 = —1,

kterd nema feseni. Proto (1, —1)7 & M a tedy M # N. Dokonce ani zadny
vztah z M & N, N € M neni mozny. Ve skutecnosti ptimky M, N jsou
rovnobézné.
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(b) Opét musi platit, Ze libovolny vektor a(1,2,1)T+b(2,1,0)T+(1,0,0)T € M

pro a, b € R nalezi do N, tedy se da vyjadiit jako c(0,3,2)T +d(3,0, —1)T +
(2,—1,—1)T (pro ¢,d € R) a naopak. Musi proto platit mezi obéma vyrazy
rovnost

a’<17 27 1)T + b<27 17 O)T_'_ (17 07 O)T = C<07 37 2)T + d<37 07 _1)T + (27 _17 _1)T7
ktera se da zapsat jako

a+2b+1=3d+2,
2a+b=3c—1,
a=2c—d-—1.

Pozor, nejedna se o klasicou soustavu rovnic, spis jen o rovnost s parametry,
kterym dodédme urcitou interpretaci. Pokud budeme schopni ¢, d vyjadrit
v zavislosti na a, b, znamena to, ze pro libovolny vektor z M dany sourad-
nicemi a,b jsme schopni nalézt odpovidajici souradnice c,d toho samého
vektoru v N. Tedy ukdzeme, ze M C N. Podobné, pokud vyjadiime a, b
v zévislosti na ¢, d, dostaneme N C M a v dusledku M = N.

Pojdme nejprve vyjadrit a,b v zavislosti na ¢,d € R. Tim soustavu inter-
pretujeme jako parametrickou soustavu, kde ¢, d € R jsou parametry a a, b
jsou neznamé. Rovnicové

a+2b=3d+1,
2a+b=3c—1,
a=2c—d—1, c¢,deR

a maticové

1 2] 3d+1 1 0|2c—d—-1

2 1 3c—1 ~ 12 1 3c—1 ~

1 0]2c—d—-1 1 2 3d+1

1 0| 2¢—d-1 1 0 2¢—d—-1
~10 1| —¢c+2d+1 |~ |0 1| —c+2d+1

0 2|—2c+4d+2 00 0

Resenf soustavy jea=2c—d—1ab=—c+2d+ 1.

Podobné pro a,b € R parametry a c,d nezndmé interpretujeme soustavu
rovnicove

3d=a+2b—1,
3c=2a+b+1,
2c—d=a+1, abeR
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a maticové
0 3 ja+2b—-1 2a+b+1
3 0 [2a+b+1 a+20—1| ~
2 -1 a+1 2 a+1
1 2a+b+1
~ 10 1 3(a+2b—1) ~
2 —1| 3(Ba+3)
1 s(2a+b+1)
~ |0 1 f(a+2b—1)
0 0|35(Ba+3)—22a+b+1)+3(a+2b—1)

Plat, 7e $(3a +3) —2(2a+ b+ 1) + 3(a + 2b — 1) = 0, tedy soustava méa
FeSenf ¢ = +(2a+b+1) ad = 3(a+2b—1). Tudiz M C N a v disledku

M =N.

Afinni zobrazeni

Cv. 14.6 Uvazujme dvé afinni zobrazeni f,g v roviné, pfi¢emz f predstavuje preklopeni
podle piimky p = {(z,10); x € R} a g predstavuje pieklopleni podle piimky

¢={(2,9);y € R}.
(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(c) z predchozich predpisi odvodte maticovy predpis zobrazeni f o g.

Reseni:

(a) Zobrazeni f(z) muzeme zkonstruovat pomoci slozeni trojice jednodussich
afinnich zobrazeni fi, fs, f3 tak, Ze nejprve posuneme vektor x ve sméru vek-
toru (0, —10)7, provedeme pieklopeni podél osy z a nasledné posuneme
dany vektor zpét o (0,10)7. Tato zobrazeni mizeme vyjadiit jako

o fila) =+ (0,~10)7,

5§ 5)e- o
o fi(z) =z +(0,10)T,

Dostavame
f(x) = f3(fo(fr(2)) = fs(falz + (0, =10)T)) = f5(O1(z + (0,—-10)")) =
= Oy(z + (0, —-10)") + (0,10)" = Oz + (0,10)" + (0,10)" =
= Oz + (0,20)".

(b) Zobrazeni g(x) muzeme zkonstruovat podobné jako slozeni g1, g2, g3, kde

e gi(x) =2+ (—2,0)T (posunuti o (-2,0)7),

e go(x) = <_01 ?) x = Oz (pteklopleni podél osy y),
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e g3(x) =+ (2,0)T (posunuti nazpét o (2,0)7).
SloZenim dostavame g(z) = g3(g2(g1(2))) = Oz + (4,0)T.
(c) Slozeni f o g muzeme vyjadrit jako
fog=flg(@)) = f(Os+ (4,0)") = 01Oz + (4,0)") +(0,20)" =
= 01022 + 01(4,0)T + (0,20)7 = 0,052 + (4,0)T + (0,20)T =
= 0,052 + (4,20)7,

po rozepsani maticového soucinu
(1 0 -1 0\ (= 4\ [—x 4
seoer=(5 2 (0 1) () (@) = () + ()

(a) Obraz afinniho podprostoru pfi afinnim zobrazeni je afinni podprostor.

Cv. 14.7 Dokazte:

(b) Slozenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazeni.

(¢c) Bud f: U — V linearni zobrazeni a v € V. Pak vzor vektoru v

) ={uel; fu) =v}

je afinni podprostor v U.

Resent:

(a) Mé&jme vektorovy prostor V' a afinni podprostor
M=U +a={u+a;u €U},

kde U € V a a € V. Dale mé&jme linedrni zobrazeni g: V' — W vektor
b € W a afinni zobrazeni f: V — W definované pomoci

f(z) = g(x) +0.
Dostavame,
f(M)=fU+a)=9g(U+a)+b=g(U)+ g(a) + 0.

Z toho, ze g(a) + b € W a g(U) € W dostavame platnost tvrzeni.

(b) M&jme dvé afinni zobrazeni fi: U — V', fo: V — W uréena pomoci linear-
nich zobrazeni g;, g» a vektoru by € V, by € W takto:

fi(®) = gi(z) + b1, fo(z) = ga(x) + bo.
Potom slozeni mizeme vyjadrit
(f20 f1)(@) = falgr(x) + b1) = ga(g1(x) + b1) + b2 =
= 92(91(%)) + g2(b1) + b2 = (92 © 91) (%) + g2(b1) + ba.

Z toho, ze ga0g;: U — W je linearni zobrazeni a go(by) +by € W dostavame
platnost tvrzeni.
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(c) K dikazu vyuzijeme charakterizaci afinnich podprostorim, které fika, ze
M je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz pro kazdé z,y € M a skalar «
plati, ze ax + (1 — a)y € M.

Ozna¢me M = f~'(v). Pokud z,y € M, potom f(z) = v a f(y) = v.
Z toho dostavame

flaz +(1—a)y) = af(@) + (1-a)f(y) = av + (1 —a)o =

Tudiz ax + (1 — )y € M a dostavame platnost tvrzeni.

Cv. 14.8 Najdéte tplny vzor f~1(I) pro linearni zobrazeni f: R**? — R?*2 zadané
F(A) = 1A + A7),

Reseni:
Uplnym vzorem jsou viechny matice splitujici vztah f(A) = %(A + AT) = I, po
slozkéach
l ((an a12) + (an a21)) . (1 0)
2 a1 G2 Qi2 Q22 ~\0 1)”
ekvivalentné

ary aiz2+az21 10
2 _
(it )= (00)

Dostavame a;; = 1, ags = 1 a as; = —ay9, Uplnym vzorem je mnozina matic

) ={(;7"); = € R}



