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2. Soustavy linearnich rovnic

Cv. 2.1 Zapiste rozsifenou matici soustavy
T+ Ty = 6,
—3371 + X9 = 2,
a vyTeste soustavu Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci.

Znazornéte FeSeni soustavy graficky jako prisecik primek (tzv. fadkovy pohled).
Déle vyjadiete pravou stranu soustavy jako kombinaci sloupcti matice soustavy
(tzv. sloupcovy pohled).

Reseni:
Rozsitenéd matice soustavy je

1 116
-3 112)°

Aplikaci elementarnich fadkovych tprav snadno nalezneme feSeni (xy1,z5) =

(1,5):
1 116 1 1] 6 1 116 1 01
-3 1|2 0 4120 0 1|5 0 115/
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Rovnice 21 + x5 = 6 a —3x1 + x5 = 2 popisuji dvé piimky v roviné, reSeni

soustavy (1,5) je jejich prusec¢ikem.
Sloupce rozsitené matice soustavy muzeme zakreslit jako vektory v roviné. Reseni

soustavy pak fiké, ze vektor pravych stran (6,2) dostaneme sectenim (1-krat
prodlouzeného) vektoru (1, —3) a 5-krat prodlouzeného vektoru (1,1).

Cv. 2.2 Vyfteste Gaussovou nebo Gaussovou-Jordanovou eliminaci nasledujici soustavy
rovnic a urcete hodnost matic. Na zavér udélejte zkousku teseni.

2 —3 4|2 5 —3 6] 2 10 —1]1
) (4 1 2[2], ® |1 -2 1] 3], (¢ {01 23
1 -1 33 2 3 3|-1 12 3|7
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Reseni:

(a)

Aplikaci elementarnich fadkovych uprav prevedeme rozsifenou matici sou-
stavy do odstupnovaného tvaru:

2 =3 4|2 1 -1 3|3 1 -1 3 3
4 1 212 ~12 -3 42| ~10 -1 =2| 4|~
1 -1 3|3 4 1 212 0 5 —-10]-10
1 -1 3 3
~10 -1 -2| -4
0 0 —=20|-30

Zpétnou substituct ziskdme jediné FeSeni soustavy (1, z2, 23) = (—3,1,3).
Alternativné muzeme také pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaci a prevést
matici do redukovaného odstupnovaného tvaru

1
0
0

O = O

1
0} —3
0o 1
3
Ll 3
Hodnost matice je dana po¢tem nenulovych fadkt (poctem pivott) odstup-
novaného tvaru. V tomto piipadé plati rank(A) = rank(A | b) = 3.
Dosazenim ovéfime, Ze vektor (zy,xs,z3) = (—%, 1, %) opravdu vyhovuje
soustavé (ale uz neovéfime, zda potencialné neexistuje néjaké dalsi feseni).

Opét upravime matici pomoci elementarnich radkovych uprav:

5 =3 6| 2 1 =2 1] 3 1 =21 3
1 -2 1] 3| ~{5 -3 6| 2|~(0 7 1|-13]|~
2 3 3|1 2 3 3|-1 0o 7 1| =7
1 -2 1 3
~10 7 1]-13
0 00 3

Posledni fadek upravené matice reprezentuje rovnici 0zy + Oxy + Ox3 = 5,
soustava tedy nemé feSeni.

Vidime, zZe se v poslednim sloupci upravené matice nachéazi pivot a hodnost
rozsifené matice soustavy je rank(A | b) = 3, zatimco rank(A) = 2.

Aplikaci elementarnich uprav prevedeme matici na tvar:

1
0
1

N — O

—-11 1
2131 ~10
3|7 0

N = O

—1]|1 1
2131 ~10
416 0

o = O
[enl RN

1
3
0

Nyni pouzijeme zpétnou substituci. Z druhého fadku vyjadiime zo = 3 —
2x3, pricemz volnou proménnou x3 ponechame jako parametr. Nakonec
z prvniho fadku dostaneme z; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekonecné
mnoho TeSeni ve tvaru

(%1,1‘2,1‘3) = (1 + x3, 3— 2373, 1’3) = (1,3,0) + x3 - (1, —2, 1)
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8
Cv. 2.3
Cv. 24

Geometricky mnozina feSeni tvori piimku, ktera prochazi bodem (1,3,0) a
mé smérnici (1, —2,1).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 2, ale zaroven je
rank(A) mensi nez pocet proménnych.

Dosazenim napiiklad pro 3 = 0 a 23 = 1 ovéfime, ze vektory (1,3,0) a
(2,1, 1) vyhovuji soustavé, a tim padem ji vyhovuji vechny na piimce (opét

vvvvvvvvv

Kolik existuje raznych odstupnovanych tvara pro matice 3 x 4 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvki)? A kolik pro matice n x n?

Resen:

Riizné odstupnované tvary se odlisuji poc¢tem a pozici pivott. Matice 3 x 4 v od-
stupnovaném tvaru muze mit 0 az 3 pivoty (v kazdém fadku a sloupci nanej-
vy$ 1). Pro matici hodnosti r se pivoty vzdy nachézi postupné v prvnich r fadcich
odstupnovaného tvaru, staci proto uvazovat umisténi pivoti do riznych sloupci.
Pro matici 3 x 4 miizeme najit nasledujicich 15 rtiznych odstupnovanych tvart:

e jeden odstupiiovany tvar s 0 pivoty (nulova matice):

e 4 odstupnované tvary s 1 pivotem:

e Oe 00e _ 000e
0000 J,{o000]),l0000),{0000 ],
0000 0000 0000 0000

e 6 odstupnovanych tvara se 2 pivoty:

e e « Oe 0e 00
(0.__>’(00._>’(OOO‘)’(OO._>’(006:>’(OO
0000 0000 0000 0000 0000 00

e 4 odstupnované tvary se 3 pivoty:

Obecné, matice n X n muze mit 0 az n pivotd, v kazdém z n sloupcu se pi-
vot bud nachazi (v prvnim fadku, ktery je dosud bez pivota), nebo nenachézi,
dostaneme tedy 2" moznych riznych odstupnovanych tvaru. Alternativné, pro
k € {0,...,n} pivoti méme (}) moznych rozmisténi do n sloupct, tj. celkem
> i (1) = 2™ odstuphiovanych tvaru.

Necht matice A je v odstupnovaném (tj. REF) tvaru. Diskutujte, které podmatice
A jsou také v REF a které uz byt nemusi.

Reseni:

Z matice A muZeme odstranit libovolny fadek nebo vice fadku a podminky na
REF tvar zlistanou zachovany, ¢ili tato operace zachovava vlastnost byt v od-
stuptiovaném tvaru.

Libovolny sloupec vynechat nemizeme, naptiklad odstranénim prvniho sloupce
z matice (§¢) dostaneme matici, ktera v REF tvaru neni. Mizeme ale odstranit
jakékoli nebazické sloupce (tj. ty bez pivota) a také libovolné sloupce zprava.
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Cv. 2.5

Cv. 2.6

Zname elementéarni radkové tpravy. Které radkové upravy ale jsou ,nespravné“?

Reseni:

Napriklad vynasobeni fadku nulou. Nebo odecteni fadku od sebe sama. Nebo
odec¢teni naréz dvou Fadka navzajem od sebe (¢ili délame najednou dvé upravy;
kazda z nich je v poradku, ale musime je vykonat postupné).

Najdéte soustavu 3 linearnich rovnic o 4 proménnych s fesenim

(a) (21, 29,23,24) =t-(—2,1,0,0), te€R.
(b) ($1,[L‘2,l‘3,l‘4) = (1, 2,3,4) +1- (—2, 1,0,0) +s- (0,0, ]_, 1), t,s € R.

Reseni:
Toto je kreativni piiklad, moznych soustav (A | b) je bezpocet a lze k nimi dospét
riznymi tvahami.

(a) Protoze je mnozinou feSeni piimka, musime sestavit alesponi 3 rovnice. Déle
si uvédomime, Ze mezi feSenimi je nulovy vektor (volbou ¢ := 0), tudiz musi
byt prava strana nulova, ¢ili (by,be,b3) = (0,0,0). ProtoZe feSeni spliiuje
x3 = x4 = 0, tieti a ¢tvrty sloupec matice A mohou obsahovat libovolné
hodnoty. A konec¢né, protoze x; = —2x5, musi byt prvni sloupec matice A
polovinou druhého sloupce.

Hledanou soustavou tak miize byt napriklad

1
A=10
0

S O

00 0
1 0], b=|[0
0 1 0

(b) Analogicky jako v pfedchozim piipadé sestavime matici A. Vektor b dopo-
¢itame tak, aby (x1, 29, x3,24) = (1,2,3,4) bylo feSenim rovnic. Muzeme

vzit naptiklad
1 20 0 bt
A:<001 4)’b:<—J'

Cv. 2.7 Najdéte konkrétni matici A takovou, aby pocet feSeni soustavy (A | b) byl:

(a) oo pro kazdé b,
Reseni:
Napiiklad A = (11). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R™*",
spliwjici vztah rank(A) =m < n.

(b) 1 pro kazdé b,
Reseni:
Napiiklad A = (). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R"™*"
spliwujici vztah rank(A) = m = n.

(c) 0 nebo 1, v zavislosti na b,
Reseni:
Napriklad A = ((1)) Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R"*",
spliwujici vztah rank(A) =n < m.
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(d) 0 nebo oo, v zavislosti na b.
Reseni:
Napiiklad A = (§ ). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R™*",
splijici vztah rank(A) < min{m,n}.

Cv. 2.8 Vyfteste soustavu linedrnich rovnic n X n:

1 0 ... 01
-1 1

0
-1 -1 1|1

Reseni:
V zasadé aplikujeme standardni postup Gaussovy eliminace, i kdyz u téchto typu

prikladi je obcas vyhodnéjsi k odstupiiovanému tvaru matice dospét jinou sérii
elementarnich uprav.

Nejprve pricteme prvni fadek ke vSem ostatnim:

1 0 01 0 1
-1 1 1 0 1 2
-1 -1 1f~10 -1 2
-1 -1 -1 1|1 0 —1 -1 2

Nyni druhy fadek pfi¢teme ke vSem, co se nachézi pod nim:

1 0 01 10 01
0 1 2 0 1 2
0 —1 21 ~10 0 1 4
Do o0 Do 0f:
0 —1 -1 1]2 00 -1 114

1 0 ... 0] 1

0 1 2
L0

0 0 1|27t

Jzn) = (1,2,4,...,2m1).

Tento priklad ilustruje jesté jednu vlastnost Gaussovy eliminace a obecné reseni
soustav rovnic. Vstupni hodnoty jsou mala celé ¢isla, pouze 0, 1 a —1. Nicméné
béhem tprav matice, stejné jako na vystupu jako feseni, jsme dostali néktera ¢isla
exponencialné velkd (konkrétné 2"71). S touto vlastnosti musime poécitat mj. pii
navrhu a implementaci numerickych metod na feSeni (potencialné hodné velkych)
soustav rovnic. Velk4 ¢isla nebo ¢isla velmi blizko nuly totiz zhorsuji numerické
vlastnosti feSeni (zaokrouhlovaci chyby béhem vypoc¢tu mohou nartustat).

Z pravé strany matice vy¢teme feSeni x = (zq,. ..



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 11

Cv. 2.9 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R:

1 111
a 111
1 all

— = Q

Resent:

Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici na odstupnhovany tvar:

1 1 all 1 1 a 1 1 1 a 1
1 a 1|11 ~10 a—1 1-—a O ~10 a—-1 1—a 0
a 1 1|1 0 1—a 1—a*|1—a 0 0 2—a—da*|1—a

Hodnota v matici na pozici (3,3) je 2—a —a* = (1 —a)(a +2) a v zavislosti na
hodnoté parametru a muze byt nékdy nulova. Proto musime provést néasledujici
rozbor pripadii:
e Piipad a = —2.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a+2)z3 = 1—a,
neboli 0 - z3 = 3. V tomto pfipadé feSeni neexistuje.
e Piipad a = 1.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a + 2)z3 =1 — a,
neboli 0-z3 = 0. Pfedchozi radek je také nulovy. Tudiz zbyva jedina rovnice,
a to prvni, kterdA ma tvar z; + x9 + 23 = 1. V tomto pripadé je mnozina
feSeni nekonecné a je tvaru

(1 — x9 — x3, T9, x3), kde z9, 23 € R,

e  Pripad a ¢ {—3,1}.“ Nyni je hodnota v matici na pozici (3, 3) nenulova a
jedné se o pivota. Zpétnou substituci tedy dopoc¢itame jednoznacné reseni

(21, 22,23) = (T3 w20 7v2) -

Cv. 2.10 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s riznymi pravymi stranami:

0 2 -3 —1 -9 1
A= 1 =5 4|, o= 1], b= 13|, bs=| 5
-3 1 2 -3 3 —15
To jest, vyfeste t¥i soustavy (A | b;) pro i = 1,2, 3. Navrhnéte co nejefektivnéjsi
zpusob!
Reseni:

Jelikoz lze pro vSechny tii soustavy pouzit Gaussovu eliminaci se stejnou sé-
rif elementarnich radkovych tprav, miZeme uvazovat vSechny tii pravé strany
najednou a aplikovat eliminaci na matici

0 2 -3/-1 -9 1 1 -5 4 1 13 d
1 =5 4] 1 13 5] ~ 0 2 -3|-1 -9 1] ~
-3 1 2/-3 3 —-15 -3 1 2/-3 3 —-15
1 -5 4, 1 13 5 1 =5 4} 1 13 5
~ |0 2 3/-1 -9 1]~10 2 -3|-1 -9 1|~
0 —14 14} 0 42 0 o 0 —-7|-7 =21 7
1 -5 4} 1 13 5 10021 4
~10 2 -3|-1 -9 1]~101 0|1 0 -1
0 0 1 1 3 -1 00 1]1 3 -1
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Resenim soustavy je tedy vektor x = (2,1, 1) pro pravou stranu by, vektor x =
(1,0, 3) pro by a vektor z = (4, —1, —1) pro bs.



