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3. Operace s maticemi

Cv. 3.1 Spoctéte nasledujici vyrazy:
(a) 24,
(b) A+ B,
(c)
(d)
()
kde

CT
Cwv,
BC

Resent:

(a) Pokud matice A je fadu m x n vysledna matice bude také fadu m x n. Vy-
slednou matici ziskame tak, ze kazdou slozku matice A nasobime piislusnou
konstantou (tj. hodnotou 2). Dostavame:

=2y )= (23,%%)-(C )

(b) Abychom mohli se¢ist matice A, B musi mit shodné rozméry (v8imnéme si,
Ze obé jsou shodného Fadu 2 x 2). Vysledna matice bude mit stejné rozméry
jako matice A (resp. B), tedy 2 x 2. Vysledek ziskame s¢itanim po slozkach,
tj. kazda pozice vysledné matice je sou¢tem hodnot z matice A a B na dané
pozici. Dostavame:

O ) Y i) B (P vl ) B

(c) Je-li puvodni matice rozméri m X n, transponované matice bude mit roz-
méry nx m. Jeji prvek na pozici (7, j) je pak roven prvku, ktery je v pavodni
matici na pozici (7,1). Proto ziskédvame:

S \2 =2 0/)
1 0

(d) Je-li matice C' fadu m x n, musi v byt n-slozkovy vektor a vysledkem bude
m slozkovy vektor. V tomto pfipadé je matice C fadu 2 x 3 a vektor v ma 3
slozky (Fady tedy souhlasi) a vysledkem bude 2-slozkovy vektor. Vysledny
vektor spoc¢teme nasledovneé:

Clo — 3 01 é f 3-1+0-24+1-3 \ [ 6
S \2 =20 3 S \2:14(-2)-240-3)  \-2)°
Na nasobeni jsme mohli také pohlizet jako na nasobeni matice C' fadu 2 x 3
s matici odpovidajici vektoru v fadu 3 x 1.
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(e) Je-li matice B fadu m x n musi byt matice C' fadu n x ¢ a vysledna matice
bude tddu m x £. V tomto pfipadé je matice B fadu 2 x 2 a matice C' fadu
2 x 3 (tedy rfady souhlasi) a vysledna matice bude fadu 2 x 3. Vyslednou
matici spoCteme nasledovné:
-1 -1\ /3 01
po= (T 73) (3 2 o)
_((=1D)34+ (=12 (=) -0+ (=1)-(=2) (=1)-1+(=1)-0
n 0-3+3-2 0-0+3-(-2) 0-1+3-0
(=5 2 -1
L6 -6 0/
Cv. 3.2 M¢jme A, b definované jako
11 2 3
A=1[11 1|, b= 1
2 20 —2
Ovéite pomoci maticového nasobent, zda jsou vektory x = (0, 1,2)7, y = (0, —1,2)7
feSenim soustavy Az = b.
Reseni:
Nasobenim Az dostavame
11 2 0 1-0+1-142-2 5
111 11=11-04+41-141-2]) =13
2 20 2 2:-0+2-140-2 2
Nasobenim Ay dostavame
11 2 0 1-0+1-(=1)+2-2 3
111 —1]l=11-041-(-1)+1-2] = 1
2 20 2 2:0+2-(-1)+0-2 -2
Vektor z tedy feSenim soustavy neni, zatimco vektor y ano.
Cv. 3.3 Najdéte priklad nekomutativnosti nasobeni ¢tvercovych matic 2 x 2.

Reseni:
Toto je kreativni priklad. V zésadé skoro kazdé dveé netrividlni matice splni za-
dani. Naptiklad:

C-CHEDEDEDC )

Cv. 3.4 Dokazte pro A, B,C' € R™*" z definice:

(a) a(AB) = (aA)B = A(aB),
(b) A(B+C) = AB + AC,
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(c) (A+ B)T = AT + BT,

Reseni:

Rovnost X =Y dvojice matic X, Y € R™" plati, pokud si jsou rovny vSechny
jejich prvky. Ve vSech podilohach proto otestujeme pro libovolnou dvojici indexi
1,7 rovnost X;; = Y;;.

(a) Z definice nasobeni skaldrem a maticového nasobeni vyjadiime
. ((aA) Jij = 2o (@A)in Brj = ZL A B,
o (A(aB))ij = Xjoy Aw(aB)r; = 3y AiwrByj.

Z vlastnosti komutativity a distributivity realnych ¢isel vyplyva vzajemna
rovnost vech tif vyrazu.

(b) Z definice nasobeni vyjadiime

n

(A(B + C)) Z Ai(B+C)iy =Y A(Byy + Cij)

= k=1

Roznésobenim ¢lenti sumy v prvnim vyrazu a jejich preusporddanim mi-
zeme rozdélit vyraz na dvé sumy odpovidajici druhému vyrazu.

(c) Z definice transpozice a s¢itani matic vyjadiime

(A+B)")y = (A+ B)ji = aji + by,
(AT + BTy = (AT)i + (BT)yj = aji + by

Cv. 3.5 Dokazte:
(a) (ABC)T = CTBTAT,
(b) AT A je symetrickd matice pro kazdé A € R™*™.

Reseni:

(a) Z prednasky vime, ze (AB)T = BT AT. Tuto vlastnost vyuZijeme dvakrat a
vyjadiime
(AB)O)T = CT(AB)T = CT"BT AT,

(b) Matice M je symetrickd, pokud MT = M. Ovéfime tedy tuto vlastnost pro
matici M = AT A. Odvodime M7 = (ATA)T = AT(AT)T = ATA = M, coz
dokazuje pozadovanou symetrii.
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Cv. 3.6 Bud A matice fadu 10 x 5, B matice fadu 5 x 20 a C' matice fadu 20 x 1. Jak
co nejefektivnéji (co do poé¢tu aritmetickych operaci) spocitat souc¢in ABC?
Resen:

Na vynésobeni dvou obecnych matic X € R™*" Y € R"*P je tfeba m - p skalar-
nich soucint ve tvaru (XY);; = 22:1 XirYyj. V ramci kazdého je tfeba provést n
nasobeni (za kazdy ¢len sumy) a n—1 souctii. Celkové tedy provedeme mp(2n—1)
aritmetickych operaci. Pfi nasobeni v poradi (AB)C' nejprve vynasobime AB,
coz stoji

10-20-(2-5 — 1) = 1800 operaci.

Matice AB ma rozmér 10 x 20. Nasobeni (AB)C' proto stoji dalsich
10-1-(2-20—1) = 390 operaci.

Celkem tedy nasobeni v pofadi (AB)C' stoji 2190 aritmetickych operaci.

Oproti tomu, nasobeni BC' stoji
5-1-(2-20—1) =195 operaci
a A(BC) stoji dalsich
10-1-(2-5—1) =90 operaci.
Celkem tedy nasobeni v potradi A(BC') stoji 285 aritmetickych operaci, coz je
podstatné méné, nez v prvnim piipadé.
Pouceni: I kdyz je nasobeni matic asociativni, a tudiz na uzévorkovani nezélezi

matematicky, tak na ném zalezi vypocetné.

Cv. 3.7 Pro A € R™*™ urcete nasledujici.

a) Z vlastnosti sou¢inu muzeme upravit A(ae;) = a(Ae;). Vyraz A(ae;) tedy
odpovida a-nésobku i-tého sloupce A,;. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzeni Ae; = A,;.

(b) Opét nejprve upravime A(e; + e;) = Ae; + Ae;. Vyraz A(e; + e;) tedy
odpovida souctu i-tého a j-tého sloupce A,; + A,;.

(c) Z vlastnosti sou¢inu mizZeme upravit (ae;)TA = a(el A). Vyraz (ae;)T A
tedy odpovida a-nésobku i-tého fadku A;,. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzenf el A = A,..
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(d)

(e)

(f)

Opét nejprve upravime (e; + ¢;)7A = e]TA + efA. Vyraz (e; + ¢;)T A tedy
odpovida souctu j-tého a j-tého radku Aj, + A;..

Aplikaci predchozich vztahu postupnym néasobenim dostavame (el A)e; =
Ajej = Ajj. Vyraz e;Aej tedy odpovida vybéru prvku a;;.

Vyuzijeme vSech predchozich vztaht a faktu, ze vektory z, y mizeme vyjad-
it jako kombinace x = x1e1+x2e0+. ..+ T ey 2y = y1€1+y2ea+. . .+ Yne,.
Poté

T Ay = (z1e1 + Toea + ...+ Tmem)  Alyrer +1yaea + ...+ ynen).

Z distributivity, asociativity a vztahu e] Ae; postupné dostavame

Z Z(:Eiej)TA(yjej) = Z Z xiyje;rAej = Z Z ZL‘Zy]AU
=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

Cv. 3.8 Vyjadrete elementarni fadkové tpravy pomoci nasobeni matic.

Resent:

(a)

Vynasobeni i-tého fadku skalarem o # 0 muzeme zapsat pomoci matice

1 0 ... ... 0
0

Ei(a) = «
: o0
0O ... ... 0 1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (i,47) zaménime 1 za «. Na-
sobenim touto matici zleva nasobime -ty fadek konstantou a.

To miizeme ovérit z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna matice
a E;(a) € R™™ je matice popsana vySe. Potom pro libovolny fadek j €
{1,...,m} asloupec k € {1,...,n} matice F;(a)A € R™*" plati:

(Bi(@)A)j = Y (Bi(a))jeAn

4

= (Ei(0));; A5 ((Ex(a));e # 0 pouze pro ¢ = )
_ {Aﬂf pro j 7 (dosadime za (E;());;)
aAj,  proj =1

Vidime, ze E;(a)A mé vSechny radky kromé i-tého shodné s matici A a i-ty
radek je vynésoben skalarem a.

Pri¢teni a-nasobku j-tého radku k -tému fadku, kde ¢ # j. Muzeme zapsat
pomoci matice
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J
1 0 0
Eij(a) = 1
7 a 0
1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (7, j) zaménime nulu za «.
Nasobenim touto matici zleva pricitame a-nésobek j-tého radku k i-tému.

Ovéreni provedeme z definice nasobeni matic. Necht A € R™*" je libovolna
matice a E;;(a) € R™*™ je matice popsana vyse. Potom pro libovolny fadek
ke {1,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;;(a)A € R™*" plati:

(Eij(c)A)pn = Z(Ezj () koA,

¢
(Eij (@) ke Arn prok #i
(Eij () ewArn + (Eij(a))kjAjn - prok =1
(pro ostatni hodnoty m je (E;;())ke = 0)
) Awn pro k #1i
B Akh + OéAjh pro k =1
(dosadime piislusné hodnoty z matice Ej;())

Vidime, Ze vSechny radky kromé i-tého ztistaly zachovany a k ¢-tému radku
jsme pricetli a nasobek j-tého radku.

(c) Prohozeni i-tého a j-tého fadku muzeme zapsat pomoci matice

[ J
1 0 1
J 1 0

Tedy vezmeme jednotkovou matici a prohodime jeji -ty a j-ty radek. Né-
sobenim touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna
matice £;; € R™ ™ je matice popsana vySe. Potom pro libovolny radek
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ke{l,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;;A € R™*" plati:

(EijA)gn = Z(Eij)kéAéh
)

(Eij)krAgn - Dro k #1,j
= (Eij)kilin prok =j  (pro ostatni hodnoty ¢ je (Ejj)w = 0)
(Eij)kjAjn  prok =i

\
(A, prok #i,j
=< Ay, prok =3 (dosadime piislusné hodnoty z matice (E;;))

(Ajn prok =1

Vidime, ze (E;;)A mé vSechny fadky kromé i-tého a j-tého shodné s matici
A a i-ty a j-ty rfadek jsou prohozeny.

Cv. 3.9 Co délaji matice elementarnich fadkovych tprav pii nasobeni matice A zprava?

Reseni:

K odpovédi bychom mohli dojit nékolika zptisoby. Jedna moznost by byla vy-
nasobit postupné matici A maticemi elementarnich radkovych dprav zprava a
zanalyzovat vysledek. My vsak vyuzijeme toho, Ze vime, co se déje pfi nasobeni
maticemi elementarnich radkovych tuprav zleva a vlastnosti transpozice matic.
Pokud je FE jedna z matic tprav, dostavame

(AEYT = ET AT,

Na tento vztah se d& nahliZet tak, Ze sloupce AE odpovidaji fadkim ETAT.
Z definice matic elementarnich radkovych tprav je snadné nahlédnout, jak vy-
padaji jejich transpozice. Konkrétné

o (Ei(a))" = Ei(a),
o (Eij(e))" = Eji(a),

o (Ey)" = Ejy

Zatimco pro prvni a treti tipravu je transpozice rovna puvodni matici, pro pfi-

¢teni a-nasobku j-tého radku i i-tému se transpozici zméni na pii¢teni a-nasobku
1-tého radku k j-tému.

Vidime tedy, ze ET AT odpovida provadéni elementérnich fadkovych tprav na
fadky matice AT, které odpovidaji sloupciim matice A. Kombinaci viech téchto
pozorovani dostavame nasledujici zaveér.

a) Sloupce AFE;(a) odpovidaji fadkim F;(a)AT. Aplikaci této Gpravy zprava
p P J p pravy Zp
vynasobime i-ty sloupec matice A skalarem a.
b) Sloupce AE;: (o) odpovidaji fadktim E;(a)AT. Aplikaci této tprav
( j J j y
pricteme a-nésobek i-tého sloupce k j-tému sloupci matice A.

(c) Sloupce AE;; odpovidaji fadkim E;; AT. Aplikaci této tpravy zprava
prohodime -ty a j-ty sloupec matice A.
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Cv. 3.10 Spoctéte hodnost nasledujicich matic.

@ a=(5 o)

(b) A= ab?, kde a,b € R"™.

Resendt:

(a) K vypoc¢tu hodnosti je mozné vyuzit Gaussovu eliminaci. Vidime, Ze druhy

radek je fakticky 3-nésobek prvniho. Proto po jednom kroku eliminace, kdy
pri¢teme (—3)-nasobek prvniho rfadku k druhému dostavame matici

(b 0)

Ta je jiz v REF tvaru a jeji hodnost je 1.

Pro urceni hodnosti matice je dobré si uvédomit, jak matice vypada. Plati,
ze (ab");; = a;b;, explicitné

a1b1 a1b2 a1b3 e albn ale —
CLle a2b2 CL2b3 Ce CLan CLQbT —
a3b1 a3b2 CL3b3 c. Cbgbn — CL3bT —

b b b b bt —
apb1  Gpb2 ap03 ... ApOp G,

Rédky matice ab? jsou jen nasobky vektoru b?. Mohou tedy nastat pouze
dvé situace. Pokud a = 0 nebo b = 0, trivialng rank(ab’) = 0. V opa¢ném
pripadé existuje aspon jedno a; # 0 a v8echny fadky matice jsou nasobky
i-tého fadku. Podobné jako v predchozi tloze je tedy rank(ab”) = 1.



