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Grupy

Cv. 5.1 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

(a) (@ +),
(b) (@ -),
(©) (@),
(d) (@\ {0},0), kde aob = |ab| pro viechna a,b € Q,
) (
) (
) (F,
téa

@@

e) (Q,o0), kdeaob—“+b pro vSechna a,b € Q,

(
(f) (Q,0), kde aob=a+ b+ 3 pro viechna a,b € Q,

+), tj. mnozina F vSech realnych funkci jedné proménné s operaci séi-
ani funkei,

(g

(h) mnoZina rotaci v R? kolem poc¢atku s operaci skladani zobrazeni,

(i) mnozina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:
(a) (Q,+) je Abelovou grupou:

e scitani je komutativni i asociativni operace,
e neutralni prvek je 0

e k racionalnimu ¢islu ¢ je inverzni prvek —q.

(b) (Q,—) neni grupou, protoze rozdil racionalnich ¢isel neni asociativni ope-
race. Napiiklad (8 —6) —1=1#3=8— (6 —1).

(¢) (Q,-) neni grupou. Soucin je sice komutativni i asociativni operace a existuje
neutralni prvek 1, ale k ¢islu 0 neexistuje inverzni prvek.

(d) (Q\{0}, o) s operaci aob = |ab| neni grupou, protoze neni zarucena existence
neutralnfho prvku. Pro kazdé a < 0 a ¢islo e je a o e = |ae] > 0 > a. Tudiz
zaddné e nemuze splhovat definici neutralniho prvku pro zaporna a.

(e) (Q,0) s operaci aob = %b neni grupou, protoZe aritmeticky pramér ¢isel

neni asociativni. Napiiklad pro a = 1, b = 5, ¢ = 7 mame ao (boc) =
11+ 58 =35#5=3 (42 +7) =(aob)oc

(f) (Q,o0) s operaci aob = a+ b+ 3 je Abelovou grupou. Asociativita a komu-
tativita plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek
je e = —3, protoze pro kazdé a € Q plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=coa.

-1

Konec¢né, inverzni prvek k prvku a € Q je a™ = —a — 6, protoze

aoca'=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=a'oa.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 29

(g) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice souctu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(z) + (g(z) + h(z)) =
(f(x) 4+ g(x)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro vSechna z € R. Inverzni prvek k funkci f € F je funkce —f.

(h) MnoZina rotaci v R? kolem pocatku je Abelovou grupou. Asociativita plyne
z asociativity skladani zobrazeni. Komutativita plati také, protoze uvazu-
jeme rotace v roviné. Neutralnim prvkem je naptiklad rotace o 360 stupnii.
Inverznim prvkem k rotaci o ithel « je rotace o tthel o v opa¢ném sméru.

(i) MnoZzina posunuti v R? je Abelovou grupou. Asociativita plyne z asociati-
vity skladani zobrazeni a komutativita z komutativity s¢itani vektoru. Ne-
utralnim prvkem je identické zobrazeni e((z1, 22)T) = (21, 22)T (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem k posunuti ¢((z1, 22)7) = (21, 29)T +
(a,0)T je posunuti t 1 ((x1,22)T) = (z1,22)" — (a,b)T.

Cv. 5.2 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdtvodnéte.

o|0]1
(a) | O
1
o012
0
(b) 1
2
o|0
© |4
o|0]|1]2
0
(d) |1 0
2
3
Reseni:

V8echny tabulky az na posledni jsou uréeny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim
prvkem pro o urcuje prvni radek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze
omezuje pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonély. Asociativita
vynuti zbylé pozice. Dostavame:

o| 0|1
(a) 0|01
11110
o|0|1]2
00|12
(b) 1111210
2121011

. aditivni grupa modulo 2, tj. (Zs, +)

. aditivni grupa modulo 3, tj. (Z3, +)
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Cv. 5.3

Cv. 54

—~
(@)
~
(a]

... trivialni grupa,

., anebo

—
=
N —| D O
N =D D o O
Ol W DN DN
=N Ol W
| —| D O
| = DO
WO =] =
W N DN
O DN W| W

N Wl O~ —

313 110 3131201
Prvni je Kleinova grupa symetrii obdélnika, a to druhé je (Z4,+) s piejme-
novanymi ¢isly (prohozena 1 a 2).

Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je Abelovou grupou mnozina
1 =z L ..
0 1)1%€ Z » s maticovym soucinem.

Reseni:
Ano. Nejdrive ukazeme, ze maticovy soucin je uzavieny pro danou mnozinu. Pro

vSechna a,b € Z
I a\ (1 b\ (1 a+b
06 1)=("1") g

coZ je matice nélezejici do zadané mnoziny (nebot celd ¢isla jsou uzaviena na
soucet).

Asociativita maticového soucinu na dané mnoziné plyne z asociativity matico-
vého sou¢inu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozméru.

Neutralnim prvkem je jednotkovi matice fadu dva, jez patii do zadané mnoziny
(volbou z =0 € Z).

‘ (123 Siaelns e (1 =2 .
Inverznim prvkem pro matici (§5) je celo¢iselna matice (g 77), coz plyne z rov-
nosti ().

Zadana mnozina matic spolu s maticovym sou¢inem tvori grupu. Zbyva ovérit,
zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komutativita maticového
sou¢inu plyne z rovnosti (Il) a komutativity sc¢itani nad Z. I kdyz obecné soucin
matic neni komutativni, pro nasi tfidu matic komutativita splnéna jest.

Overili jsme tedy, ze se jedna o Abelovskou grupu.

Mgjme grupu (G,o) s neutrdlnim prvkem e a inverze k prvku a necht je a='.

Provedte:
(a) najdéte e !,

(b) upravte (aob)~t.

)

esent:
e

!'—¢ nebot eoe =e.

R
(a



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 31

(b) (aob)™' =b"toa"! nebot
(aob)o(bfloa’l):ao(bob’l)ocfl:aoeoa’ =qgoa =e¢

a analogicky v opacném poradi.

Cv. 5.5 Najdéte ruzné priklady podgrup grupy matic (R"*", +).

Reseni:
Prikladu je nespocet. Podgrupou je takova (nepréazdné) podmnozina matic R™*",
ktera je uzaviend na nésobky a soucty. Prikladem je tak napiiklad podgrupa
symetrickych matic. Dalsimi piiklady jsou trojuhelnikové matice, horni troju-
helnikové matice, diagonalni matice, matice s racionalnimi ¢isly, matice s celymi
¢isly, atp.

Konecna télesa 7,

Cv. 5.6 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a
(b

(271 +1)4)7! a 4/3 v télese Zs,

) (
) 6+7,—=7,6-7,71a6/7v telese Zy;.

Reseni:

(a) Teleso Zs je definovano jako mnozina vSech zbytkia v Z po déleni 5 spolu
s operacemi souctu a souc¢inu modulo 5. Pro nadzornost uvadime tabulky pro
obé operace.

Zs,+ 0] 121374 [Z,-]0]1]2]3]4
0 |0][1]2]34 0 [0[0[0[0]0
1 [1[2]3]4]0 1 [0[1[2]3]4
2 |2]3]4fof1y [ 2 [ol2]4]1]3
3 [3[4(0[1]2 3 (03142
4 [4(ol1[2]3 £ Jo[4[3]21

Podle definice télesa ma mnozina Zs \ {0} = {1,2,3,4} se soucinem mo-
dulo 5 tvorit Abelovu grupu; zde je to takzvana multiplikativni grupa mo-
dulo 5. V tabulce miuzeme nékteré vlastnosti grupy snadno nahlédnout,
napiiklad komutativitu nebo existenci neutralniho a inverzniho prvku.

Nyni mizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pti vypoc¢tu nalezneme
multiplikativn{ inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajiciho sloupce musi byt hledana
multiplikativni inverze a—!, protoze a - b = 1 v Zs. Dostavame:

('+ D)) =B+ =U-H =) =1V Zs

4/3=4-3"1=4-2=3v Zs.
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(b) Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zj;. Dostavame:

64+7=647(mod 11) = 13 (mod 11) = 2 v Zy;,
—7=11—-"7(mod 11) =4 v Zy;.
6-7=06-7(mod 11) =42 (mod 11) =9 v Zy;.
P1i hledani multiplikativni inverze k prvku 7 miizeme postupovat jako pfi

vypoctu fadku odpovidajictho 7 v tabulce pro soucin v Z;;. Vypocet zasta-
vime v momenté, kdy uvidime na pravé strané ¢islo 1:

7-1=17,
7-2=23,
7-3 =10,
7-4=06,
7-5=2,
7-6=09,
7-7=05,
7-8=1.
Vidime, ze
7' =8V Ziy.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7=6-7"'1=6-8=48 (mod 11) =4 v Zy;.

Cv. 5.7 Nad Zs najdéte mnozinu vsSech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z =1,
dr+y+3z2=3
a spocitejte jeji mohutnost.
Reseni:
Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-

novat prvky pod pivotem miizeme pri¢tenim vhodného nasobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nasobku prvniho rfadku k druhému dostavame

(3 2 1‘1)N<3 2 1‘1)
4 1 3|3 0 0 00/
Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime
r=3"'1-2y—2)=2(1+3y+42) =2+y+ 3z
Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +y(1,1,0)" + 2(3,0,1)" | y, z € Zs}.

Mame 25 = 5 - 5 rtznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feseni je
tedy 25.
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Cv. 5.8

Cv. 5.9

V Z7 spocitejte mocninu matice A pro matici A = (332).
Reseni:
Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A? proi = 1,. .., 0o cyklicka.

Spoc¢téme néekolik prvnich ¢lent této posloupnosti:

a1 (3 2
]

GG
(E6 )
(-G
Y6
EE6 Y
E( Y

Vidime, Ze perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spoci-

tame jako

2 0
100 __ 4100 (mod 6) __ 44 __
A=A =A"= (O 2) )

Pozndmka. Trochu prace si muzeme usetfit tim, ze si uvédomime, Ze druhé moc-
nina mé tvar A% = 4/[,. Tudiz

AlOO — (A2)50 — (4]2)50 — 450_[”.

Tim jsme maticovy problém zredukovali na skalarni problém. Z Malé Fermatovy
véty vime, Ze 45 = 1 v Z, ¢ili

450, = 470med O — 421, = 21,.

Spoditejte 203332 v télese Zs;.

Reseni:
Z Malé Fermatovy véty vime, Ze v télese Zs; je 2030 = 1. Proto

203332 — 203332 (mod 30) — 202 — 98,



