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13. Vlastnosti a druhy linearnich zobrazeni

Obraz a jadro

Cv. 13.1 Pro linearni zobrazeni f: R?*? — R?*2? dané piedpisem A — (A — AT) rozhod-
néte, které vektory patii do jadra a které do obrazu:

@) I
o (5 o)
@ (1 1)
o (5 D)

Cv. 13.2 UvaZzujme linearni zobrazeni f: R® — R”. Ozna¢me linearni zobrazeni f! = f,
fP=fof, fr=fo frl Ukaite, ze Ker(f"V) C Ker(f").

Cv. 13.3 Bud f: R3 — R? linearni zobrazeni zadané

f(1,0,1) = (0, )",  f(0,1,1) = (=1,0)", £(1,1,0) = (1,0)".
(a) Urcete dim f(R?) a dim Ker(f).
(b) Najdéte bazi f(R3) a Ker(f).
Cv. 13.4 Co je obrazem prostoru span{sin x, cos x} pfi zobrazeni s matici (9§) vzhledem

k bazim {cosz — sinz, sinz} a {cosz + sinz, cosx}?

Cv. 13.5 Bud f: U — V linearni zobrazeni a W podprostor f(U). Dokazte, ze tzv. uplny
vzor

W) ={z €U; f(x) e W}

je podprostor prostoru U.

Zobrazeni prosté a ,,na*

Cv. 13.6 Najdéte priklady linearnich zobrazeni (vyjadrenych napiiklad maticové f(z) =
Az) takovych, aby zobrazeni
a) bylo prosté a ,na‘“,
b) bylo prosté, ale nebylo ,na“,
)
)

(c

(d) nebylo ani prosté, ani ,na‘“.

nebylo prosté, ale bylo ,na“,

Cv. 13.7 Mégjme linearni zobrazeni f: R — R zadané obrazem baze B:
f(2,1,1) =(1,2,3)7,
f(17 37 5) = (37 27 1>T7
F(7.1,4) = (1,1,1)"
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Zjistete, jestli je zobrazeni prosté (pokud neni, najdéte vektory u, v € R? takove,
zeu#vA f(u) = f(v)) ajestli je ,na“ (pokud ne, najdéte vektor, ktery nema
piedobraz, tedy u € R? takové ze Vv € R?: f(v) # u). Urcete dimenzi a bézi
obrazu a jadra tohoto linearniho zobrazeni.

Cv. 13.8 Jak pozname ze zadané matice A € T™*" linearniho zobrazeni f: U — V, Ze
zobrazeni f je prosté, resp. ,na“?

Cv. 13.9 Rozhodnéte, zda je dané linearni zobrazeni prosté a zda je ,na‘:

(a) f: R**? — R3 dané predpisem f(ccl Z) =(a+b+c,a+b, a)l,

(b) f: P?* — R*dané piedpisem f(az*+bzx+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)7T,
(c) f:P?* — R3 dané predpisem f(az?+bxr +c)= (a+0b, ¢, a+0b)T,
(d) f:P?* — R3 dané predpisem f(ax?+bxr +c) = (a+0b, 20 —c, a —b)T.

) =
) =

Isomorfismus

Cv. 13.10 Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R?* — R? dané predpisem

f($ayaz) = ("L‘+y_22a Yy—z x_y)T
je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).

Cv. 13.11 Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici dvojice vektorovych prostort isomorfni. Pokud
ano, najdéte vhodny isomorfismus.

(a) R¥>? a RY,
(b) R* a P3 (prostor realnych polynomt stupné nejvys tii),
(c) R™™ g R™™

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R? a {& = (z1, 22, w3, 24)" € R* | 21 + 25 = 25 + 24 = 0},
(f) R* a prostor linearnich zobrazeni f: R* — R.

Cv. 13.12 Bud f: U — V isomorfismus a x,...,x, € U. Dokazte, ze jsou-li xy,...,x,
linedrné nezavislé, pak i f(xy),..., f(z,) jsou linearné nezavisle.



