Linearni algebra 1

10. cviceni

Maticové prostory

() ()

Postupné nad télesy R, Zs5 a Z; rozhodnéte, zda plati:

(a) v € Ker(A),
(b) veS(A).

Cv. 10.1 Bud

Reseni:
Z definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(A) = {z € T"; Az = 0},

S(A) =span{A.1,..., A} = {Ax; x € T"},

staci tedy ovéfit, zda vektor v = (1,2)7 fesf soustavu Az = 0 nad danym té&lesem

a zda plati Az = v pro n&jaké x € T2
Nad téelesem R:

(a) vektor v nepatii do jadra matice A, protoze

()00 6)

(b) vektor v patii do sloupcového prostoru matice A, protoZe soustava

1 271 1 2 1
- - 1)~
mé FeSeni, konkrétné plati (1,2)" = 2(1,3)" + £(2,1)7.

Nad télesem Zs:

(a) vektor v patii do Ker(A), protoze

w-(90-0)

(b) vektor v nepatii do S(A), protoZze soustava

1 21 1 21
1= 1)~ )
nema nad télesem Zs TeSeni.

Nad télesem Zo:

(a) vektor v nepatii Ker(A), protoze

w-00-0+0)
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(b) vektor v patii do S(A), protoze soustava
1 21 1 21 1 0]2
1= 1)~ 218)~ (o 115)
m4 nad télesem Z; fedenf a plati (1,2)7 = 2(1,3)T + 3(2, 1)7.

Cv. 10.2 Najdéte baze prostorti R(A), S(A) a Ker(A)

ro matici

o

1
A =12
3

O = N

2
1
1

o W

Reseni:
Prevedeme matici A do redukovaného odstupiiovaného tvaru RREF(A):

1223 1201
A=1{2 4 1 3] ~[0 0 1 1] =RREF(A).
361 4 0000

Bazi fadkového prostoru R(A) tvoii (naptiklad) nenulové vektory v fadcich vy-
sledné matice, tedy vektory (1,2,0,1)T, (0,0,1,1)T. Diivodem je, Ze elementarni
fadkové tpravy neméni fadkovy prostor matice, a tedy R(A) = R(RREF(A)).
Najit bazi fadkového prostoru matice RREF(A) je pak jednoduché — jsou to
vSechny nenulové radky.

Bazi sloupcového prostoru muzeme vybrat z puvodnich sloupcti matice A, které
odpovidaji bazickym sloupctim odstupniovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni
a treti, tedy vektory (1,2,3)T a (2,1,1)7 tvoii bazi S(A). Zdiivodnéni je ted jiné,
nez v pripadé fadkového prostoru, protoze elementarni radkové tpravy obecné
mohou zménit sloupovy prostor matice. Co ale elementarni fadkové tpravy ne-
meéni, je linearni zavislost a nezévislost mezi sloupci. Tudiz mizeme tvrdit: bazi
S(RREF(A) tvoii prvni a tfeti sloupec matice RREF(A), proto bazi S(A) tvoii
prvni a tfeti sloupec matice A.

Bézi jadra matice A ziskame z feSeni soustavy Az = 0. Mnozinu v8ech FeSeni
této soustavy muzeme vyjadrit pomoci nebazickych proménnych o, x4 ve tvaru

(-2(1]2 — Xy, Lo, —T4, I4)T = (—2, 1, 0, O)T.TQ + (—]., 0, —]_, 1)T.T4.
Bézi Ker(A) tedy tvorf napt. vektory (—2,1,0,0)", (=1,0,—1,1)T.
Cv. 10.3 Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)T(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0,1)T,
(b) bazi R(A) i S(A) tvoif vektor (1,1,1)T a baze Ker(A) je (1,—-2,1)T.
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Reseni:

(a) Tento priklad je zaméfeny na kreativitu a ne na postup podle Sablony.
Proto popiSeme jen zakladni myslenky, které pomohou hledanou matice
najit. Ze zadanych vektorta v radkovém a sloupcovém prostoru vidime, ze
hleddme matici 3 x 2. Déle, z podminek na tadkovy prostor dostavame
R(A) = R?, neboli sta¢i, aby matice A méla linearné nezavislé sloupce.
Pokud dame vektory z podminky na S(A) pfimo do sloupcti matice A,
ziskame pozadovanou matici

_ o O

1
0
0
Hledana matice ale neni zdaleka jednoznac¢na. Pozadovanou vlastnost spl-

nuji dalsi matice, jako napiiklad

11
00|,
12

_ o O
O O =

(b) V tomto pifipadé hledame matici 3 x 3, pro kterou plati
dimR(A) = dimS(A) = rank(A) =1, dimKer(A) = 1.

7 véty o dimenzi jadra a hodnosti matice ale vime, Ze pro kazdou matici
A € T™*"™ musi platit vztah

dim Ker(A) + rank(A) = n.

V naSem piipadé dostavame 1 + 1 = dim Ker(A) 4 rank(A) = 3. Matice
splnujici pozadované vlastnosti tedy neexistuje.

Cv. 10.4 Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™*" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

Resend:

(a) Tvrzeni neplati. Napiiklad matice
10 01
(o) 2= 6o)
maji stejny sloupcovy prostor

span{(1,0)", (0,0)T} = S(A) = S(B) = span{(0,0)”, (1,0)"},

ale jejich redukované odstupiiované tvary jsou rizné (obé matice jsou v RREF).
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Cv. 10.5

Cv. 10.6

(b) Neplati ani tato opa¢né implikace. Napiiklad pro matice
10 00
=) #=(00)
mame RREF(A) = RREF(B) = A, ale pritom
span {(1,0)", (0,0)"} = S(A) # S(B) = span {(0,1)",(0,0)"} .
S vyuzitim maticovych prostort urc¢ete dimenzi prostoru

V={zeR" z1+...+x, =0}

Reseni:

Prostor V' odpovida mnoziné feSeni soustavy
(11 - 1]0),

to znamena jadru matice A = (1 1. 1) Tato matice ma rozmeér 1 xn a ma hod-
nost 1. Pro dimenzi jadra pouzijeme vzorecek (véta o dimenzi jadra a hodnosti
matice):

dimV = dim Ker(A) = n — rank(4) =n — 1.

Zéavér: Hledana dimenze je tedy n + 1.

Kdybychom chtéli najit i bazi, tak jednoduSe vyfesime soustavu Axr = 0 po-
moci Gaussovy eliminace. Bazi tak tvoii napiiklad vektory (1,—1,0...,0)7,
0,1,-1,0...,0)%, ..., (0...,0,1,—-1)7.

Z vektoru vyberte bazi prostoru V' = span{wvy,vs,v3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte souradnice vici této bazi:

v = (3,1,5,4)7, vy =(2,2,3,3)", vs=(1,-1,2, 1), v, = (1,3,1,1)".

Reseni:

ZapiSseme jednotlivé vektory do sloupcti matice A, kterou prevedeme do reduko-
vaného odstupnovaného tvaru

32 1 1 10 1 0
12 -1 3 01 —1 0

A=153 9 1|~|o o0 o 1|=BREF(A).
43 1 1 00 0 0

Pripomenme, Ze elementarni fadkové dpravy zachovavaji linedrni zavislost a ne-
zévislost mezi sloupci, a to dokonce i konkrétni linearni kombinace. Tudiz z ma-
tice RREF(A) snadno vy¢teme nejen bazi prostoru S(A) = V, ale i hledané
soutadnice.

Vidime, ze bazické sloupce jsou prvni, druhy a ¢tvrty. Bazi prostoru S(A) =V
tedy tvori pivodni vektory v; = (3,1,5,4)7, vy = (2,2,3,3)T a vy = (1,3,1,1)7.

Ze ttetiho sloupce upravené matice RREF(A) dostaneme souradnice vektoru v
vzhledem k bazi B = {vy, v, v4}, nebot plati

v3=(1,-1,2, )" =1-(3,1,5,4)" + (-1) - (2,2,3,3),
a tedy [U3]B = (]-7 _]-70)T‘
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Cv. 10.7 Urcete, jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice

(a) AeR™" Be R,
(b) A € R™ " regularni, B € R™*?.

Resendi:

(a) Necht z € Ker(B), pak z definice jadra plati Bx = o. Vektor x patii také
do jadra matice AB, protoze

(AB)x = A(Bzx) = Ao = o,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) C Ker(AB). Obracené inkluze obecné ne-
plati, napi. pro A =0, a B = I,, je vektor y = (1,0,...,0)” v jadru matice
AB, ale nikoliv v jadru matice B.

(b) Nahlédneme, Ze pro regularni matici A plati také inkluze Ker(AB) C Ker(B),
a tedy muzeme psat Ker(AB) = Ker(B).
Dikaz. Necht z € Ker(AB), potom (AB)x = o. Z regularity matice A
existuje inverzni matice A~!, pro kterou plati

Br = (A'A)Bx =AY ((AB)r)= A" =o,

z ¢ehoz plyne = € Ker(B).
Cv. 10.8 Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*".
(Hint: Jaky je vztah mezi prostory S(A + B) a S(A) + S(B)?)
Reseni:
Uvazujme prostor generovany sjednocenim sloupcti matice A a sloupct matice B,
tedy spojeni S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je
dim(S(A) + S(B)) < dimS(A) 4 dim S(B) = rank(A) + rank(B5).

Déle, prostor S(A) + S(B) obsahuje vSechny vektory generované sloupci matice
A+ B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plati proto

rank(A + B) = dim S(A + B) < dim(S(A) + S(B)) < rank(A) + rank(B).



